
1 ．始めに

　複数の事象が存在する場合、事象間の関係や
事象の形成順序が問題になることがある。2 つ
の事象間の関係は二項関係で表すことができ
る。また、複数の事象が存在する場合、相互の
関係も二項関係で表すことができる。事象間の
形成順序は順序関係で表現できる。複数の事象
相互に関係がある場合、必ずしも順序関係があ

るとは限らない。事象間相互の関係を構造と
し、形成順序と区別した。関係性には方向があ
るものとないものがある。方向性がある関係と
半順序関係はラベル付き有向グラフを使用して
図示できる。本文では、事象間の関係と事象間
の形成順序をラベル付き有向グラフで表現する
方法と理論背景を検討した。

【概　要】

　複数の事象が存在する場合、事象間の関係は二項関係xR＃yで表すことができる。また、事象間の
形成順序は順序関係で表現できる。この関係はラベル付き有向グラフで図示することができる。事象
間の関係を構造と定義し、この構造を図示するグラフを構造グラフG＝（V, R＃, φV, φA）と称した。
Vは対称とする事象の集合である。φVは頂点のラベルに事象名を関連づける写像、φAは弧に関係の
名称を対応付ける写像である。また、事象の形成順序を表現する順序を表すグラフを順序グラフS＝

（V, U*, φV, φA）と称した。事象xの形成順序がyよりも前にある場合、xUyと書く。U*はUの反射的
かつ推移的閉包である。Vの各元をCiU*Cj⇒i≦jになるように番号を付けることができる。U*が全順
序になる場合、C1 、C2 、…Cmは形成順序をあらわす。また事象を同値類を使用してグループ化する
場合もある。同値類を使用した二項関係は［x］R＃［y］である。［x］はxを代表元とする同値類である。
同値類を使用した順序グラフはS＝（V/E*, U*, φV, φA）になる。V/E*も半順序であり、V/E*の各元
をCiU*Cj⇒i≦jになるように番号を付けることができる。U*が全順序になる場合、C1 、C2 、…Cmは
形成順序をあらわす。
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2 ．グラフ理論による構造の表現

2− 1．ラベル付き有向グラフの概要
　集合AとBが存在し、xをAの元、yをBの元と
する。AとBの直積Hは
　　H＝｛（x 、y）│x∈A 、y∈B｝
である。
Hを直積A×Bにおける二項関係であるという。
　 2 つの事象xとyがあり、xとyの間に何らか
の関係Rがあるとする。これはxとyの 2 つの間
の関係なので二項関係になり、R（x, y）あるい
はxRyと表現される。例えば、xとyの間に親子
関係Pがある場合、P（x, y）あるいはxPyである。
この関係はグラフGを使用して表現できる。一
般に、V＝｛vi│1≦i≦n｝を対象となる事象の集
合、MをV上の二項関係とする。nは元の数で
ある。直積V×Vは
　　V×V＝｛（vi 、vj）│vi∈V 、vj∈V｝
であり、MはV×Vの部分集合となる。（vi 、vj）
はviとvjの並んでいる順序に意味があるので、
順序対と呼ばれる。
　グラフGは順序対（V, A）で抽象的に定義さ
れる。すなわち、
　　G＝（V, A）
である。このとき、Vの要素を頂点という。A
の要素である順序対を辺とよび、（vi, vj）ある
いはvivjと表記される。vi≠vjのとき（vi, vj）≠（vj, 
vi）である場合、グラフGは有向グラフとなり、
辺は弧と呼ばれる。弧（vi , vj）は、通常、vivj

と略記され、viは弧vivjの始点、vjは弧vivjの終点
とよばれる。孤は矢印で表される。矢印の向き
は始点から終点の方向である。始点と終点が同
じ弧をループという。幾何学的には、有向グラ
フGは標識づけられた点の集合Vと、各 2 点の
間にある矢印の集合Aとで図示されるまた、各
頂点と各弧に名前や性質などのラベルを付けた
ものをラベル付き有向グラフという。任意の頂
点間に弧が存在するグラフを連結グラフという。

ラベル付き有向グラフGは頂点の集合Vと弧の
集合A 、接続関数φG 、φA 、φvを使用して次
のようにも表される。
　　G＝（V, A, φG 、φA 、φv）
接続関数φGは頂点の順序対（vi, yj）を弧に対
応させる関数である。φAは弧にラベルを対応
させる関数である。弧のラベルの集合をBとす
ると、φAは順序対（vi , yj）、即ち弧に関係の
名称の集合B の元の 1 つを対応付ける写像：
R→Bである。φvは頂点に事象の何前の集合C
の元の 1 つを対応付ける写像：R→Cである。
　φGを省略して
　　G＝（V, A 、φA 、φv）
と表記することもある。本文ではこの表記方法
を使用する。
　グラフG の頂点の数をG の位数といい、
│V（G）│で表す。
ある頂点viを始点とする弧の数を頂点viの出次
数といい、終点とする弧の数を入次数という。
　有向グラフGの任意の 2 頂点間に道がある場
合、Gは連結であるといい、連結でないグラフ
は非連結であるという。また、2 つの頂点間に
1 方向の道が存在する場合片方向連結であると
いう。弧を持たない頂点だけからなるグラフを
空グラフといい、その頂点を孤立点という。
　任意の有向グラフGが与えられたとき、Gの
歩道とは、v1v2, v2v3, …, vm-1vmの形をした孤の
有限列（Wilson, 1996 Tuttl, 2001 ）またはv1, 
v1v2, v2, v2v2, v3, …, vm-1, vm-1vm, vmの形をした頂
点と弧の有限列（Bondy and Murty, 2008;）で
ある。vivjは頂点viとvjを連結する弧である。こ
の列をv1 からvmへの歩道、またはv1-vm歩道とい
う。また、Diestelは頂点のみを使用してv1v2v3

・・・・vkと表している。
　Wilsonは歩道を弧のみで表し、Distellは頂点
のみで表し、Bondy and Murtyは歩道を頂点と
弧で表している。このとき、v1 をその歩道の始
点とよび、vmをその歩道の終点とよぶ。すべて
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の辺が異なる歩道を小道、すべての頂点が異な
る小道を道という。viを始点、vjを終点とする
道をvi-vj道という。vi-vj道の長さは道内の孤の
数である。始点と終点が同じ頂点である道を閉
路という。
　特に有向グラフの道を有向道という。本文
では、以下、v1 からvm への道P をBondy and 
Murtyに従って、頂点と孤を使用して、
　　P＝（v1, v1v2, v2, v2v3, v3, …, vm-1, vm-1vm, vm）

（ 1 ）
と書くことにする。ラベル付き有向グラフの場
合、弧のラベルを使用して道P’を
　　P’＝�（v1, φA（v1v2）, v2, φA（v2v3）, v3, …, vm-1, 

φA（vm-1vm）, vm）
と表す。また、本文では必要に応じて道を構成
する頂点のみを用いて、
　　P＝（v1, v1, v2, v3, …, vm-1, vm-, vm）
と表示することもある。
　有向グラフの弧を向きを持たない辺に置き換
えたグラフを基礎グラフという。
第 1 図のグラフG＝（V, A）の頂点の集合Vと弧
の集合Aは次のようになる。
　　V＝｛v1, v2, v3, v4, v5 ｝
　　A＝�｛v2v1 , v3v2 , v3v4 , v4v5 , v1v5 , v2v4 , v2v3 , 

v2v2, v2v1 ｝
　弧のラベルは
　　�φA（v2v1）＝a1, φA（v3v2）＝a2, φA（v3v4）＝a3, 

φA（v4v5）＝a4, φA（v1v5）＝a5, φA（v2v4）＝a6, 
φA（v2v3）＝a7 φA（v2v2）＝a8, φA（v2v1）＝a9

である。viは頂点を識別するために便宜的につ
けたものであり、頂点のラベルではない。頂点
のラベルの集合
　　C＝｛v1, v2, v3, v4, v5 ｝
とし、φv（vi）＝viとすると頂点のラベルが決ま
る。
　グラフG は 5 つの頂点からなるので位数は
5 、すなわち│V（G）│＝ 5 である。
　第 1 図の有向グラフGの任意の頂点の間には

道が存在する。例えば、頂点v3 とv5 の間には
　　P’＝（v3, a3, v4, a4, v5 ）
で表される道が存在する。頂点v2 とv3 は弧a2

とa7 の多重弧で接続されており、a2 とa7 は互
いに逆方向を向く。弧a1 とa9 も多重孤である
が、方向は同じである。弧a8 はループである。
グラフGはその基礎グラフの任意の頂点の間に
道があるので連結グラフである。

第 1図　ラベル付き有向グラフの例
　〇は頂点を表し、矢印は弧を表す。v1，v2，v3，
v4，v5 は頂点のラベル、a1，a2，a3，a4，a5，a6，
a7，a8，a9 は弧のラベルである。

2 − 2．構造と順序
　複数の事象が存在する時、これらの事象間の
関係を構造と定義する。つまり、事象間の間に
どのような関係が存在するかを示したものであ
るが、関係には方向性があるものとする。
一方、これらの事象が発生する系列を順序と定
義する。ただし、本文では事象間の発生系列の
順序だけでなく、式（ 1 ）で表されるように、
事象間の関係も含めたものを順序と定義する。
　例えば、第 1 図の有向グラフでは、各事象
は頂点で表されており、これらの頂点の間は孤
で示される関係が成立しているので、事象vi間
の構造を表していることになる。また、頂点v3

とv5 の間には
　　P’＝（v3, a3, v4, a4, v5 ）
で表される道が存在する。弧には方向性があ
り、弧の方向は頂点間の形成過程を意味してい
るものとする。この道は頂点v3 とv5 の間の系
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列を表しているので順序となる。
　各頂点と頂点間を結ぶ弧の具体的な内容はそ
れぞれのラベルで表すことにする。

2 − 3．構造の表現
　構造に対して, 下で定義するようなV , R＃, 
φV, φAで定義されるラベル付き有向グラフ
　　G＝（V 、R＃, φV, φA）
を「構造グラフ」と呼ぶ（河西、2013 、河西
2015 ）。φVは頂点にラベルを対応させる関数、
φAは弧にラベルを対応させる関数である。
　ある事象の集合をVとする。Vの元である 2
つの事象xとyが 2 項関係にある場合、xとyの
関係をxR＃yと書く。あるいはR＃（x 、y）とも
書く。xR＃yはxとyの並ぶ順序が問題になるの
で順序対になる。R＃は次のようになる。
　　R＃＝｛（x, y）│x∈V, y∈V｝
　図 1 の事象（頂点）v2 とv3 は互いに方向が
逆である弧が引かれているので、関係として
v2R＃v3＝v3R＃v2 が成立している。これは多重孤
である。また、事象（頂点）v2 とv1 間に同じ
方向の弧が存在する。これも多重孤である。
構造グラフは次の性質を持つ（河西、2012 ）
　⑴　�構造グラフG の位数は 1 以上、即ち、

│G│≧ 1 である。位数が 1 のグラフは孤
立点からなるグラフで、単一の事象を表
す。

　⑵　�構造グラフGでは 2 つの頂点が連結して
いる場合は必ず片方向連結である。弧の
方向は何らかの基準に従って決められる。

　⑶　�構造グラフGにおける頂点の出次数は、
その頂点に対応する事象と関連している
事象の数を表す。頂点の入次数も同様で
ある。

　⑷　�構造グラフGでは多重弧は存在しない。
弧は事象間の関係を意味しており、関係
は 1 種類のみとする。

　第 2 図（a）に 4 人の家族からなる家族関係

の例を示す。家族を構成する個人は頂点で表さ
れ、個人間の関係は弧で表される。v 、w 、x 、
yは頂点を識別するためにつけられたものであ
る。頂点xとyは夫婦であり、頂点xとyは子供で
ある。家族関係なので、弧のラベルの集合Bと
頂点のラベルの集合Cは次のようになる。
　　B＝｛夫、妻、子、親、兄、弟、姉、妹｝
　　C＝｛太郎、花子、市郎、次郎｝
これらの頂点の間には次の関係がある。
　　�xR＃y、yR＃x、xR＃v、vR＃x、xR＃w、wR＃x、

yR＃v 、vR＃y 、yR＃w 、wR＃y 、vR＃w 、wR＃v
関係R＃は家族関係を表し、xR＃y はx とy は家
族関係にあることを意味している。記号R＃は
一般化した記号なので、具体的な意味を表す
familyという関係記号を用いてx family yある
いはfamily（x 、y）とも書ける。
頂点のラベルは
　　φV（x）＝太郎、φV（y）＝花子、
　　φV（w）＝市郎、φV（v）＝次郎
とする。弧のラベルは次のようになる。
　　�φA（x , y ）＝夫、φA（y , x ）＝妻、φA（x , v ）

＝子、
　　�φA（v , x）＝親、φA（x , w）＝子、φA（w, x）

＝親、
　　�φA（y, w）＝子、φA（w, y）＝親、φA（v, w）

＝兄、
　　φA（w, v）＝弟
頂点のラベルを使用すると
　　φA（太郎，花子）＝夫
のように表現できる。弧のラベルは具体的な家
族関係を表す。
　これは家族関係に属するすべての関係を表示
したものである。これらの関係には意味的に重
複しているものがある。vとwが兄弟である場
合、弧のラベルはφA（v , w）＝兄、φA（w, v）＝
弟となる。この場合どちらか 1 つの関係を示
しておけば関係の情報として十分である。つま
り、多重弧を 1 つにまとめることになる。
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　家族関係を示すために次の基準を設定する。
　◎矢印は年下の者から年上の者に向く。但
し、第 2 図の例では妻は夫より年齢が下である
とする。
　この基準では、xがyより年齢が若いという
関係をxR＃yで表すことができる。あるいは具
体的な意味を表す関係youngerを使用して、x 
yunger yあるいはyounger（x、y）と表現できる。
この場合多重弧にはならない。
　第 2 図（a’）はこの基準による家族間の関係、
即ち家族の構造を示したものである。この場合
　　�xR＃y、vR＃x、vR＃y、vR＃y、wR＃x、wR＃y、

vR＃w
である。弧のラベルは次のようになる。
　　φA（x, y）＝夫
　　φA（v, x）＝親
　　φA（v, y）＝親
　　φA（w, x）＝親
　　φA（w, y）＝親
　　φA（v, w）＝兄
　　B＝｛夫、親、兄｝
となる。

第 2図　家族関係の構造グラフ
　（a）は家族間の関係をすべて記入した図である。

（a’）は意味的に重複した関係を削除した図である。
弧は多重弧にはならない。この向きは年齢が小さ
いものから大きいものに向く。

　第 3 図は周遊路の例である。各地点がどのよ
うに道で結ばれているかを示すグラフである。
この例では一方向とする。図で頂点は地点であ
り、弧は移動方向を示す。入り口から入り、指

定された経路を通って出口に向かう周遊路であ
る。図（a）の例は入り口と出口が同じ例であり、
図（b）は入り口と出口が異なる例である。出
口は地点zである。図（c）は入り口で道が 2 つ
に分かれる例である。出口は地点yである。地
点xとyを結ぶ道は存在しない。
　地点の集合をVとすると、（a）、（b）、（c）と
もに
　　V＝｛w 、x 、y 、z｝
である。図（a）の地点間には次の関係がある。
　　wR＃x 、xR＃y 、xR＃z 、yR＃z 、zR＃w
図（b）の地点間には次の関係がある。
　　wR＃x 、xR＃y 、xR＃z 、yR＃z
関係wR＃xは、地点wからxへ向かう一方向の通
路が存在するという関係である。図（a）の弧
のラベルは次のようになる。
　　�φA（w, x）＝a1 、φA（x , y）＝a2 、φA（y , z）

＝a3 、φA（x, z）＝a4 、φA（z, w）＝a5

図（b）の弧のラベルは次のようになる。
　　�φA（w, x）＝a1 、φA（x , y）＝a2 、φA（y , z）

＝a3 、φA（x, z）＝a4

　図（a）は頂点wから出発しに再びwに戻るの
で閉路である。図（b）は閉路ではない。（a）、（b）
ともに地点wとyを結ぶ弧が存在しないので、w

第 3図　周遊路の構造グラフ
　（a）は入り口と出口が同じ地点の例、（b）は入
り口と出口が異なる地点の例である。（c）は入り
口で道が 2 つに分かれる例である。
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からyへ直接行く道が存在しない。
　図（c）の地点間には次の関係がある。
　　wR＃x 、wR＃z 、xR＃z 、zR＃y
図（c）の弧のラベルは次のようになる。
　　�φA（w, x）＝a1 、φA（x , z）＝a2 、φA（z , y）

＝a3 、φA（w, z）＝a4

　第 4 図は河川の流路の例である。頂点は河川
上の地点を意味する。頂点のラベルuとvは河川
の源流、wは合流点、xは分岐点、yとzは河口
であるとする。弧は流路を示し、上流から下流
の方向に向く。地点の集合は
　　V＝｛u 、v 、w 、x 、y 、z｝
である。これらの頂点の間には次の関係がある。
　　uR＃w 、vR＃w 、wR＃x 、xR＃y 、xR＃z
uR＃wは地点uがwの上流に位置することを意味
する。弧のラベルは
　　�φA（u, w）＝a1 、φA（v, w）＝a2 、φA（w, x）

＝a3 、φA（x, v）＝a4 、φA（x, z）＝a5

である。
　第 4 図のグラフを登山道を表すことと考え
ることもできる。この場合、地点uとvは登山道
入り口で、地点yとzは嶺とする。登山道は地点
wで合流し、地点xでそれぞれに向かう道に分
岐する。グラフ中の弧のラベルは地点間の登山
道の名前とする。
　地点の集合は
　　V＝｛u 、v 、w 、x 、y 、z｝
である。これらの頂点の間には次の関係がある。
　　uR＃w 、vR＃w 、wR＃x 、xR＃y 、xR＃z
uR＃wは、地点wはuより高所に存在すことを意

味する。弧のラベルは
　　�φA（u, w）＝a1 、φA（v, w）＝a2 、φA（w, x）

＝a3 、φA（x, v）＝a4 、φA（x, z）＝a5

である。
　地質学の場合、露頭で観察結果の記述に使用
できる。露頭観察では、複数の地質体が存在す
る場合、各々の地質体がどのように接触してい
るかが問題になる。1 つの露頭で識別された地
質体の集合をVとする。Vの元である 2 つの地
質体xとyが互いに接触している場合、xとyの関
係をxR＃yと書く。
　　R＋＝｛（x, y）│xRy∨xIy∨xFy, x∈V, y∈V｝
　　R＃⇔R＋∨xLy∨xDy
　xR＋yが成り立つ順序対（x, y）の集合は次の
ようになる（河西、2012 ）。
　　R＋＝｛（x, y）│xRy∨xIy∨xFy, x∈V, y∈V｝
　xR＃yが成り立つ順序対（x, y）の集合は次の
ようになる。
　　�R＃＝｛（x, y）│xR＋y∨xLy∨xDy, x∈V, y∈

V｝
　xRyは空間的な上下関係であり、xが空間的
に下側にある。xIyは深成岩あるいは岩脈yが地
質体xに貫入している関係である。xFyは断層
破砕帯yが地質体xを切断している関係である。
xR＃yは空間的な上下関係xRy 、貫入関係xIy 、
断層関係xFy 、包含関係xLy 、同時異相xDyを
統一的に表現したものである。断層は面でな
く、断層破砕帯の形成としてとらえる。
　構造グラフは前述のように
　　G＝（V, R＃, φV, φA）
である。Vは露頭を構成する地質体の集合であ
る。φVはVの元である各地質体に地層名を対
応付ける写像である。φAは順序対（x, y）に接
触関係の名称の集合
B＝｛整合，不整合，貫入，断層，包含，同時異相｝
の 1 つの元を対応つける写像φA：R＃→Bであ
る。構造グラフは露頭の構造を表すラベル付き
有向グラフであり、頂点と弧はそれぞれ地質体

第 4図　河川の流路の例
　頂点は地点を表す。弧の方向は上流側から下流
側に向く。
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と地質体間の接触関係を表している。
　第 5 図は露頭で観察される地質体の接触関
係の例である。この図は露頭構造を表してお
り、各構造に対応している構造グラフを図の下
に示してある。
　第 5 図（a）は互いに整合関係にある地質体
xとyを地質体zが不整合に覆う例である。地質
体の集合は
　　V＝｛x 、y 、z｝
である。地質体の接触関係は
　　xR＃y（＝xRy）
　　xR＃z（＝xRz）
　　yR＃z（＝yRz）
であり、弧のラベルはφA（x, y）＝整合、φA（x, 
z）＝不整合、φA（y, z）＝不整合である。対応す
る構造グラフを（a’）に示す。弧の向きは空間
的に下の方にある地質体から上の方にある地質
体に向く。
　第 5 図（b）と（c）は互いに整合関係にある
地質体xとyに地質体zが貫入する例である。（b）
は岩脈の貫入の例、（c）は深成岩の貫入の例で
ある。（c）の網の部分は深成岩の貫入による接
触変性の領域を示している。地質体の集合は

（b）と（c）ともに
　　V＝｛x 、y 、z｝
である。地質体の接触関係は両方とも
　　xR＃y（＝xRy）
　　xR＃z（＝xIz）
　　yR＃z（＝yIz）
である。弧のラベルは
　　φA（x, y）＝整合
　　φA（x, z）＝貫入
　　φA（y, z）＝貫入
である。対応する構造グラフを（b’）と（c’）
に示す。貫入の場合、弧の方向は貫入される地
質体から貫入する地質体に向く。
　第 5 図（d）は互いに整合関係にある地質体
xとyを断層fが切り、さらに地質体zがこれら不

整合に覆う例である。断層fは面ではなく、断
層破砕帯、すなわち 1 つの地質体としてとらえ
ている。地質体の集合は
　　V＝｛x 、y 、z 、f｝
である。
　地質体の接触関係は
　　xR＃y（＝xRy）
　　xR＃f（＝xFf）
　　yR＃f（＝yFf）
　　yR＃z（＝yRz）
　　fR＃z（＝fRz）
である。弧のラベルは
　　φA（x, y）＝整合
　　φA（x, f）＝断層
　　φA（y, f）＝断層
　　φA（y, z）＝不整合
　　φA（f, z）＝不整合
である。対応する構造グラフを（d’）に示す。
断層の場合、弧は切られる地質体から切る地質

第 5図　露頭で観察される構造の例
　各露頭断面の下に対応する構造グラフを示す。
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体の方向に向く。

2 − 4．順序の表現
　構造グラフは事象間の関係、即ち構造を二項
関係を使用して図示したものであるので、この
ままでは事象間の形成順序とは直接結びつかな
い。
　事象の集合をVとする。事象xとyにある関係
があり、xの形成順序がyよりも前にある場合、
　　xUy
と書く。関係Uの集合は次のようになる。
　　U＝｛（x, y）│xUy, x∈V, y∈V｝
Uは反対称的な関係であるとする。即ち、x≠y
ならばxUyとyUxは同時に成立しないとする。
関係Uの推移的閉包に反射的性質を追加したも
のをU*とする（河西、2012 ）。このU*は
反射律：すべてのx∈Vに対して、xU*x
反対称律：すべてのx, y∈Vに対して
　　　　　xU*y∧yU*x⇒x＝y
推移律：すべてのx, y, z∈Vに対して
　　　　xU*y∧yU*z⇒xU*z
を満たすので、V上の半順序である。したがっ
てVの元vi（ 1 ≦i≦n）を
　　viU*vj⇔i≦j
となるように、v1 、v2 、v3 、・・・vnのように
番号をつけることができる。U*が全順序にな
る場合に限り、i≦jであればviU*vjであるとい
える。この場合（v1 、v2 、v3 、・・・vn）は事
象の形成順序をあらわしている。
　何らかの関係がある事象xとyが存在し、ある
基準に従って形成順序を決めるとすると、この
2 つ事象の形成順序は
　　xR＃y⇒xU*y
となる。
　この形成順序を表現するラベル付き有効グラ
フを順序グラフといい、以下のように定義され
る（河西 2012 、2013 ）。
　　S＝（V, U*, φV, φA）

Vは事象の集合、φVは頂点にラベルを対応さ
せる関数、φAは弧にラベルを対応する関数で
ある。
　第 2 図（b）で示した家族関係の場合、推移
律から
　　vU*w∧wU*x⇒vU*x
となり、順序（v 、w 、x）が求まる。
　複数の事象viが存在しこの事象の集合をVと
する。これらが半順序関係にある場合、すべて
の事象vi∈Vについてvi≦aとなるVの元が存在
する場合aを最大元という。逆に、vi≧bとなる
ような元が存在する場合bを最小元という。
　ある事象vi∈Vについてvi≦aとなるVの元が
存在すればvi＝aとなる場合aを極大元という。
逆に、vi≧bとなるような元が存在する場合vi＝
bとなる場合aを極小元という。極大元と極小元
は複数存在することがある。極大元が 1 つしか
存在しない場合は最大元と同じであり、極小元
が 1 つしか存在しない場合は最小元と同じに
なる。
　順序グラフSの性質は次のようになる（河西、
2012 ）。
　⑴　�順序グラフSは事象間の形成順序を表し

たラベル付き有効グラフであり、頂点は
事象を表し、弧は事象間の形成順序を表
している。

　⑵　 �2 つの事象以上からなる順序グラフSの
位数は 2 以上、すなわち│S│≧ 2 である。

　⑶　�順序グラフSでは、2 点が連結している
場合は必ず片方向連結であり、その孤は
形成順序が古い事象から新しい事象の方
に向く。

　⑷　�順序グラフSに最大元と最小元が存在す
る場合、入次数が 1 の頂点が最も形成順
序が古い事象であり、出次数が 1 の頂
点が形成順序が最も新しい事象である。
頂点には反射律を意味するループが存在
するので、入次数と出次数の両方とも 1
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以上になる。
　⑸　�順序グラフSでは多重弧が存在しない。

2 つの事象間の関係は 1 種類とする。
　⑹　�順序グラフに最大元と最小元が存在する

場合、最小元から最大元まですべての頂
点を 1 回ずつ通る道が存在すれば、この
道は形成順序を表す。

　第 6 図に家族関係の順序グラフを示す。家族
関係は第 2 図と同じものである。図中のループ
は反射的性質を表す。
　関係はxR＃y 、vR＃x 、vR＃y 、vR＃y 、wR＃x 、
wR＃y 、vR＃wである。xR＃yはxはyより年齢が
若いという関係である。弧のラベルは次のよう
になる。
　　�φA（x , y ）＝夫、φA（v , x ）＝親、φA（v , y ）

＝親、φA（w, x）＝親、φA（w, y）＝親、φA

（v, w）＝兄
形成順序は
　　�xR＃y⇒xU*y 、vR＃x⇒vU*x 、vR＃y⇒vU*y 、

vR＃y⇒vU*y、wR＃x⇒wU*x、wR＃y⇒wU*y、
vR＃w⇒vU*w

となる。弧のラベルは構造図と同様に次のよう
になる。
　　�φA（x , y ）＝夫、φA（v , x ）＝親、φA（v , y ）

＝親、φA（w, x）＝親、φA（w, y）＝親、φA

（v, w）＝兄
　入次数か 1 であるのは頂点vであり、出次数
が 1 なのは頂点yである。したがって、最小元
はvであり、最大元はyである。
　推移律から
　　vU*w∧wU*x⇒vU*x
　　vU*x∧xU*y⇒vU*y
が求まり、形成順序として
　　P＝（v 、w 、x 、y）
が求まる。Pは最小元vからすべての頂点を通
って最大元yまで達する道を表している。これ
は年齢順序を表している。
　これに事象間の関係を書き入れると

　　�P’＝（v 、φA（v, w）、w 、φA（w, x）、x 、φ
A（x, y）、y）

となり、事象間の関係の名称を書き入れると
　　P’＝（v 、兄、w 、親、x 、夫、y）
となる。さらに、頂点の名称を使用すると
　　P’＝（次郎、兄、市郎、親、花子、夫、太郎）
となる。これは年齢順序と続柄の両方を表して
いる。

第 6図　家族関係の順序グラフ
　頂点は個人を表し、弧は個人間の家族関係を表
している。年齢順をあらわす関係を使用すると全
順序となる。ループは反射律を表す。最小元はv 、
最大元はyであり、すべての頂点を 1 度通るvからy
までの道が存在する。

　第 7 図は第 3 図と同じ周遊路の例である。
頂点は地点であり、弧は一方向の進行方向を示
す。この例では一方向とする。図（a）の例は
入り口と出口が同じ例であり、図（b）は入り
口と出口が異なる例である。
　地点の集合をVとすると
　　V＝｛w 、x 、y 、z｝
である。図（a）の地点間には次の関係がある。
　　wR＃x 、xR＃y 、xR＃z 、yR＃z 、zR＃w
　図（b）の地点間には次の関係がある。
　　wR＃x 、xR＃y 、xR＃z 、yR＃z
　関係wR＃xは、wからxに進行するという関係
である。弧のラベルは次のようになる。
　　�φA（w, x）＝a1 、φA（x , y）＝a2 、φA（y , z）

＝a3 、φA（x, z）＝a4 、φA（z, w）＝a5

　図（a）の場合、経路は
　　�wR＃x⇒wU*x、xR＃y⇒xU*y、xR＃z⇒xU*z、

yR＃z⇒yU＃z 、zR＃w⇒zU＃w
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である。推移律から、
　　wU*x∧xU*y⇒wU*y
　　wU*y∧yU*z⇒wU*z
　　wU*z∧zU*w⇒wU*w
となる。これから
　　P＝（w 、x 、y 、z 、w）
が求まる。道Pは始点と終点が一致する。この
ため、図（a）は閉路となる。閉路には最大元
と最小元が存在しないので順序関係にない。
　また、次の推移的閉包から
　　wU*x∧xU*y⇒wU*y
から地点wとyの関係が推論できる。このwとy
を結ぶ弧wyは推移的閉包から推定により得ら
れたものなので、実際に関係がある弧と区別す
るために破線で描くことにする。弧のラベルは

“推論”とする。wU*yは地点yは地点wの進行先
に存在することを意味する。
　入口と出口は物理的に同じ場所にあってもよ
い。例えば、入出口を柵で 2 つに分け、片方を
入口とし、片方を出口としてもよい。この場合
図（b）のようになる。
　図（b）の場合、経路は
　　�wR＃x⇒wU*x 、xR＃y⇒xU*y 、
　　xR＃z⇒xU*z 、yR＃z⇒yU＃z
である。推移律から、
　　wU*x∧xU*y⇒wU*y
　　wU*y∧yU*z⇒wU*z
が成立する。入口wから出口yまですべての頂
点を 1 度通る道
　　P＝（w 、x 、y 、z）
が存在し、これらは比較可能なので全順序にな
る。弧のラベルを記入すると次のようになる。
　　P’＝（w 、a1 、x 、a2 、y 、a3 、z）
　入り口から出口までの経路が求まる。これは
すべての頂点を一度ずつ通るので道となる。地
点wの入次数は 1 、地点zの出次数は 1 なので、
最大元はz 、最小元はwである。
　また、次の推移的閉包から

　　wU*x∧xU*y⇒wU*y
から地点wとyの順序関係が推論できる。これ
は、地点yは地点xの進行先にあることを意味す
る。さらに、
　　wU*x∧xU*z⇒wU*z
から地点wとzの順序関係も推論できる
　このwとyを結ぶ弧wyとwとzを結ぶ弧wzは推
移的閉包から推定により得られたものなので、
破線で描くことにする。弧のラベルは“推論”
とする。
　図（c）は入り口wから地点zまで 2 つの経路
が存在する例である。地点zから出口yまでの経
路は 1 つである。経路は
　　wR＃x⇒wU*x 、wR＃z⇒wU*z 、
　　xR＃z⇒xU*z 、zR＃x⇒zU＃x
である。推移律から、
　　wU*x∧xU*z⇒wU*z
　　wU*z∧zU*y⇒wU*y
が成立する。これは入り口wから出口yまでの
道が存在することを意味している。また、
　　wU*z∧zU*y⇒wU*y
が成立する。これも入り口wから出口yまでの
道が存在することを意味している。このため、
　　P1’＝（w 、a1 、x 、a2 、z 、a3 、y）

第 7図　周遊路の順序グラフ
　（a）の図は閉路であり、（b）と（c）は閉路では
ない。図中の破線で描かれている弧は推移的閉包
で得られた関係を示す。
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　　P2’＝（w、a4 、z、a3 、y）
の 2つの道が存在する。
　第 8図は河川の流路の例である。頂点は河川
上の地点を意味する。頂点のラベルuとvは河川
の源流、wは合流点、xは分岐点、yとzは河口
であるとする。弧は流路を示し、上流から下流
の方向に向く。地点の集合は
　　V＝｛u、v、w、x、y、z｝
である。これらの頂点の間には次の関係がある。
　　uR＃w、vR＃w、wR＃x、xR＃y、xR＃z
uR＃wは地点uがwの上流に位置することを意味
する。弧のラベルは
　　�φA（u, w）＝a1 、φA（v, w）＝a2 、φA（w, x）

＝a3 、φA（x, v）＝a4 、φA（x, z）＝a5
である。
　地点間の流路関係は、
　　�uR＃w⇒uU*w、vR＃w⇒vU*w、wR＃x⇒wU*x、
xR＃y⇒xU*y、xR＃z⇒xU*z

である。
　推移律から、
　　uU*w∧wU*x⇒uU*x
　　uU*x∧xU*y⇒uU*y
から、uからyまでの経路が
　　P’＝（u、a1 、w、a3 、x、a4 、y）
と求まる。しかし、
　　vU*w∧wU*x⇒vU*x
　　vU*x∧xU*z⇒vU*z
から、vからzまでの経路が
　　P’＝（v、a2 、w、a3 、x、a5 、z）
と別の経路も求まる。
結局、
　　P1’＝（u、a1 、w、a3 、x、a4 、y）
　　P2’＝（v、a2 、w、a3 、x、a5 、z）
　　P3’＝（u、a1 、w、a3 、x、a5 、z）
　　P4’＝（v、a2 、w、a3 、x、a4 、y）
の 4つの経路が求まる。
　第 8 図には極大元（uとv）と極小元（yとz）
が存在するが、最大元と最小元は存在しない。

uとvは比較不可能であり、yとzも比較不可能で
ある。このため、v、w、x、yは半順序ではあ
るが全順序にはならない。このため複数の道
P1’ 、P2’ 、P3’ 、P4’が存在する。
　また、次の推移閉包により
　　uU*w∧wU*x⇒uU*x
地点uとxの関係がもとまる。この関係は推移閉
包により求めたもので、直接の関係と区別する
ために弧を破線で示し、弧のラベルを“推論”
とする。この関係は地点xは地点uの下流にある
という関係になる。同様に、推移閉包により破
線で示す弧が求まる。

第 8図　流路の順序グラフ
　頂点は位置を表し、弧は流路を表す。弧の方向
は上流から下流に向く。破線の弧は推移的閉包に
より求められた関係である。

　地質学の露頭の観察結果から、露頭を構成す
る地質体の形成順序を順序グラフから確定でき
る。地質学では地質体の形成順序を層序とい
う。本文では地質体の形成順序と地質体間の接
触関係が確定できたものを層序とする（河西、
2012 ）。このため、地質学では順序グラフを特
に層序グラフと呼ぶ（河西、2012 ）。
　露頭における地質体の空間配置や接触関係の
観察結果に地層累重の法則や交差切りの法則、
包含関係、同時異相関係を当てはめて地質体の
新旧関係に変換した結果が層序グラフである。
　第 9 図に露頭の断面の例を示す。第 9 図は
第 5 図の露頭断面と同じものである。第 9 図
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（a）の場合地質体の接触関係は
　　xR＃y（＝xRy）、
　　xR＃z（＝xRz）、
　　yR＃z（＝yRz）
であり、弧のラベルはφA（x, y）＝整合、φA（x, 
z）＝不整合、φA（y, z）＝不整合である。地質体
の新旧関係は地層塁重の法則から次のようにな
る。
　　xR＃y⇒xU*y
　　xR＃z⇒xU*z
　　yR＃z⇒yU*z
　推移律から、
　　xU*y∧yU*z⇒xU*z
がもとまる。地質体の形成順序は全順序であり、
　　P＝（x 、y 、z）
である。これに、地質体間の接触関係を書き込
むと、層序が次のように求まる。
　　P’＝（x 、整合、y 、不整合、z）
　対応する層序グラフを（a’）に示す。弧の向
きは形成順序が古い地質体から新しい地質体の
方にある地質体に向く。
　地質体x、y、zに具体的な名称を対応させる。
例えば、
　　�φV（x）＝砂岩、φV（y）＝凝灰岩、φV（z）＝

泥岩
とすると、層序は
　　P’＝（砂岩、整合、凝灰岩、不整合、泥岩）
となる。
　第 9 図（b）と（c）の地質体の接触関係は両
方ともxR＃y（＝xRy）、xR＃z（＝xIz）、yR＃z（＝
yIz）である。弧のラベルはφA（x, y）＝整合、
φA（x, z）＝貫入、φA（y, z）＝貫入である。地質
体の新旧関係は地層塁重の法則と交叉切りの法
則から次のようになる。
　　xR＃y⇒xU*y
　　xR＃z⇒xU*z
　　yR＃z⇒yU*z
推移律から

　　xU*y∧yU*z⇒xU*z
がもとまり、地質体の形成順序は全順序であり
　　P＝（x 、y 、z）
である。これに、地質体間の接触関係を書き込
むと、層序が次のように求まる。
　　P’＝（x 、整合、y 、貫入、z）
対応する層序グラフを（b’）と（c’）に示す。
貫入の場合、弧の方向は貫入される地質体から
貫入する地質体に向く。ただし、貫入している
地質体の名称は露頭断面（b）と（c）では異な
る。断面（b）の場合
　　�φV（x）＝砂岩、φV（y）＝凝灰岩、φV（z）＝

岩脈
とし、断面（c）では
　　�φV（x）＝砂岩、φV（y）＝凝灰岩、φV（z）＝

深成岩
とする。
　層序はそれぞれ
　　�Pb’＝（砂岩、整合、凝灰岩、貫入、岩脈）
　　�Pc’＝（砂岩、整合、凝灰岩、貫入、深成岩）
となる。
　第 9 図（d）の地質体の接触関係は
　　�xR＃y（＝xRy ）、xR＃f（＝xFf ）、yR＃f（＝

yFf）
　　�yR＃z（＝yRz）、fR＃z（＝fRz）、
である。弧のラベルは
　　φA（x, y）＝整合、
　　φA（x, f）＝断層、
　　φA（y, f）＝断層
　　φA（y, z）＝不整合、
　　φA（f, z）＝不整合
である。
　　新旧関係は
　　xR＃y⇒xU*y
　　xR＃f⇒xU*f
　　yR＃f⇒yU*f
　　yR＃z⇒yU*z
　　fR＃z⇒fU*z

− 48 −

グラフ理論による構造と順序の数学的表現（河西秀夫）

37-56河西_160120.indd   48 2016/01/21   11:18



であり、推移律から次のようになる。
　　xU*y∧yU*f⇒xU*f
　　xU*f∧fU*z⇒xU*z
がもとまり、全順序となる。地質体の形成順序
は
　　P＝（x 、y 、f 、z）
である。これに、地質体間の接触関係を書き込
むと、層序が次のように求まる。
　　P’＝（x 、整合、y 、断層、f 、不整、z）
　対応する層序グラフを（d’）に示す。断層の
場合、弧は切られる地質体から切る地質体の方
向に向く。図中の頂点xとzを結ぶ弧は破線で描
かれている。地質体xとzは直接接触していない
が、推移律から求められた関係である。地質学
の露頭観察では地質体が接触しているかどうか
も問題になる。このため、推移律から求められ
た関係を区別して破線で描かれる。この破線で

描かれた弧のラベルは“推論”とする。
　第 9 図（e）は地質体xとyを地質体zが不整合
に覆う例である。地質体xとyの関係は不明であ
る。
　地質体の集合Vは
　　V＝｛x 、y 、z｝
であり、地質体の接触関係は
　　xR＃z 、yR”z
である。弧のラベルは
　　φA（x, z）＝不整合、
　　φA（y, z）＝不整合
である。新旧関係は
　　xR＃z⇒xU*z 、yR”z⇒yU*z
である。層序グラフを（e’）に示す。地質体x
とyの形成（堆積）順序が不明なので半順序で
はあるが全順序にはならない。このため、次の
2 つの道が存在する。
　　P1’＝（x 、不整合、z）
　　P2’＝（y 、不整合、z）

2 − 5．ハッセ図との関係
　ハッセ図は次のように定義された図であり、
順序集合を図示する方法の 1 つである。
　（A：≦）を半順序集合とする。A∈a 、bに
ついて、a≦bかつa≠bであることをa＜bと書
く。a＜bであり、かつa＜c＜bとなるようなcが
存在しないときbはaを覆うという。これをa≪b
と書く。このような関係にある順序対（a 、b）
の集合
　　Cv＝｛（a 、b）│a 、b∈Aかつbはaを覆う｝
を被覆集合という。すべての（a, b）∈Cvに対
して、bを上に、aが下になるように配置したグ
ラフをハッセ図という（河西、2012 ）。
　つまり、点bを点aの上方に描き、a≪bの関
係にあるAの点どうしをすべて線で結んだ図を

（A：≦）のハッセ図という。
　ハッセ図は頂点の上下位置により関係の方向
が示されているので、弧ではなく辺で示され

第 9図　露頭断面と層序グラフ
　対応する層序グラフを各露頭断面の下に示して
ある。
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る。ハッセ図は順序関係を示すのに適した図で
ある。
　順序グラフから推移的閉包により求められた
弧を除き、推移律から求められる弧と同一の弧
が存在する場合この弧を取り除く。さらにルー
プを取り除く。xR＃yの関係にある場合、頂点x
を上側に、頂点yを下側になるように移動する。
これらの操作を行った図はハッセ図と同じ図に
なる。
　第 10 図（b）は図（a）のハッセ図の例である。
弧（vx）は推移律
　　vR＃w∧wR＃x⇒vR＃x
から求まるので取り除かれる。同様に、弧（wy）
も推移律
　　wR＃x∧xR＃y⇒wR＃y
から求まるので取り除かれる。ハッセ図には通
常辺のラベルは表示されない。しかし、頂点間
の関係を表示したほうが便利なことがある。こ
のラベルをつけたハッセ図をラベル付きハッセ
図という（河西、2012 ）。
　ハッセ図は順序関係が上下の位置で示され
る。このためハッセ図は上下方向の図となる。
順序グラフでは順序関係は孤の方向で示され
る。このため、順序グラフは横方向に描いても
よい。
　ハッセ図は順序関係を図示するに適した図で
あるが、頂点間の情報がかけてしまう場合もあ
る。第 10 図（c）は第 7 図（b）に示した周遊
路の順序グラフである。対応するラベル付きハ
ッセ図を（d）に示す。図（c）には頂点xとy結
ぶ弧が存在するが、（d）のハッセ図にはこの弧
は現れない。xR＃yからx≪yとなり、xとyの間
には辺が引かれる。頂点xとzの関係は
　　xR＃y∧yR＃z⇒xR＃z
となり
　　x＞y＞z
から、x≫zではない。このため、xとzの間に辺
が引かれない。これは地点xから地点yへの道が

存在するという情報が欠落することを意味して
いる。このように、ハッセ図では表示する内容
によっては情報が欠落することもある。
　図（e）のハッセ図が（f）である。（f）は分
岐があるハッセ図であり、極小元は存在するが
最小元は存在しない。
　事象が全順序である場合はハッセ図は分岐の
無い図になり、半順序の場合は分岐のある図に
なる。第 10 図（b）と（c）は最小元から最大
元まで分岐の無い図になっているので全順序で
ある。（f）は分岐があるので半順序である。

第 10図　ハッセ図
　ハッセ図は頂点の位置と辺で順序関係が示され
る。図（a）のハッセ図を（b）に、（c）のハッセ
図を（d）に、（e）のハッセ図を（f）に示す。

3 ．順序グラフの改善

　複数の事象をある基準に従ってグループにま
とめ、グループ間の関係と形成順序を表示する
ことがある。
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　複数の事象が存在し、これの事象の集合をV
とする。これらの事象をある基準に従って複数
のグループに類別できるとする。x（∈V）とy（∈
V）は同じグループに属するという関係をxEyと
書く。Eは対称的な関係である。Eの反射的か
つ推移的閉包をE*としたとき、E*は
反射律：すべてのx∈Vについて、xE*x
対称律：すべてのx, y∈Vについて、
　　　　xE*y⇒yE*x
推移津：すべてのx, y, z∈Vについて、
　　　　xE*y∧yE*z⇒xE*z
を満たすV上の同値関係である。
　事象の集合Vを関係E*により類別できる。こ
のとき、同値類［x］と同値類の集合すなわち
商集合V/E*は次のようになる。
　　［x］＝｛v│vE*x, v∈V｝
　　V/E*＝｛［x］│x∈V｝
　例えば、x, y , zが同じグループに属する場合
には
　　［x］＝｛x, y, z｝
である。この場合、xが代表元である。代表元
は元のうちのどれを選んでもよい。元yを代表
元とすると
　　［y］＝｛x 、y 、z｝
である。
　 1 つの事象xからなるグループは
　　［x］＝｛x｝
である。
　順序グラフの定義を次のように再定義される

（河西 2012 、2013 ）。
　　S＝（V/E*, U*, φV, φA）
関係U*が成り立つ順序対（［x］, ［y］）の集合を
　　U*＝｛（［x］, ［y］）│xU*y, x∈V, y∈V｝
と書く。関係U* は、反射律、反対称律、推移
律を満たすので、V上の半順序である。U*が全
順序になる場合に限り、i≦jであれば［vi］U*［vj］
であるといえる。この場合、
　　P＝（［v1］, ［v2］, …, ［vn］）

は事象の形成順序を表している。［v1］が最も
古い事象、［vn］が最も新しい事象である。頂
点を連結する弧を記入するとPは次のようにな
る。
　　�P ＝（［v 1］, ［v 1］［v 2］, ［v 2］, ［v 2］［v 3］, ［v 3］, 

…, ［vn-1］, ［vn-1］［vn］, ［vn］）
Pの弧［vi］［vj］の位置に, 接触関係の名称であ
る弧［vi］［vj］のラベルφA（［vi］, ［vj］）を代入
した
　　�P’＝（［v1］, φA（［v1］, ［v2］）, ［v2］, …, ［vn-1］, 

φA（［vn-1］, ［vn］）, ［vn］）
は事象の形成順序と事象間の関係を表している
ので、「順序」である。
　同値類E*を使用した新旧関係の推論規則は
　　［x］R＃［y］⇒［x］U*［y］
　　［x］U*［y］∧［y］U*［z］⇒［x］U*［z］
同値類［y］の元の数が 1 、すなわち［y］＝｛y｝
であり、かつ［x］の各元とyの関係がすべて同
じ場合
　　φA（［x］, ［y］）＝φA（x, y）
となる。これ以外場合は任意に決められる。
　［x］R＃［y］の関係にあり、［x］と［y］のど
ちらかの元の数が 1 の場合、この順序で［x］
と［y］の直積［x］×［y］をとると、［x］を構
成する元と［y］を構成する元の関係が求まる。
　［x］＝｛v1 、v2 、v3 ｝、［y］＝｛v4｝の場合、直
積［x］×［y］は次のようになる。
　　［x］×［y］＝｛（v1 、v4）、（v2 、v4）、（v3 、v4）｝
　　［x ］＝｛v1｝、［y ］＝｛v2 、v3 、v4｝の場合、
直積［x］×［y］は次のようになる。
　　［x］×［y］＝｛（v1 、v2）、（v1 、v3）、（v1 、v4）｝
　第 11 図（a）は第 2 図（a’）と同じ家族関係
の順序グラフである。V＝｛v、w、x、y｝である。
　これを世代ごとに類別化すると、同値類と代
表元は次のようになる。
　　［x］＝｛x 、y｝
　　［v］＝｛v 、w｝
　［x］は親の世代、［v］は子の世代になる。代
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表元はそれぞれx 、yとした。弧のラベルは、
φA（［v］、［x］）＝親である。
新旧関係は
　　［v］R＃［x］⇒［v］U*［x］
　　φA（［v］, ［x］）＝φA（v、x）
となる。φA（v 、x）＝親かつφA（w 、y）＝親な
のでφA（［v］, ［x］）＝親である。道P’は
　　P’＝（［v］、親、［x］）
となる。
　第 11 図（b）に同値類を使用した順序グラ
フを示す。図（b）は（a）の家族関係を親の世
代、子の世代に類別したものである。
　第 11 図（c）は第 8 図の流路のグラフである。
上流地点のuとv 、下流地点のyとzをそれぞれ 1
つのグループとしてまとめると、同値類は次の
ようになる。
　　［u］＝｛u 、v｝

　　［w］＝｛w｝
　　［x］＝｛x｝
　　［y］＝｛y 、z｝
関係は［u］R＃［w］、［w］R＃［x］、［x］R＃［y］である。
　　［u］R＃［w］⇒［u］U*［w］
　　［w］U*［x］⇒［w］U*［x］
　　［x］R＃［y］⇒［x］U*［y］
推移律から、
　　P＝（［u］、［w］、［x］、［y］）
がもとまる。Pは全順序である。（c）では半順
序であるが全順序ではない。このように類別す
ると全順序となり、形成順序がもとまる。第 6
図（d）は同値類を用いた順序グラフである。
弧［u］［w］のラベル、すなわちφA（［u］, ［w］）
はφA（u, w）とφA（v, w）のどちらかであり、
一意的に決まらない。φA（［x］, ［y］）も同様に
一意的に決まらない。
　地質学の場合、レンズ層と同時異相が同値類
になる。レンズ層は母岩と形成時期が同じであ
り、同時異相も同様に形成時期が同じである。
つまり、形成時期が同じであるという基準によ
りグループ化することになる。
　第 12 図に露頭断面の例を示す。対応する層
序グラフを各断面の下に示す。
第 12 図（a）は地質体xに地質体yがレンズ状
にはさまれている例である。地質体xが地質体y
をレンズ状にはさんでいる場合、両者の形成時
期は同時期であると判断される。地質体の集合
は
　　V＝｛x 、y｝
であり、接触関係はxLyである。弧のラベルは
　　φA（x 、y）＝はさむ
である。形成時期に関する同値類は
　　［x］＝｛x 、y｝
である。層序グラフの位数は 1 になる。
　第 7 図（b）は地質体yをレンズ状にはさむ
地質体xを、地質体zが不整合に覆う例である。
地質体の集合は

第 11図　同値類を使用した順序グラフ
　図中（a）は家族関係の順序グラフ、（b）は親の
世代、子の世代に類別した場合の順序グラフであ
る。（c）は流路図であり、（d）は上流地点（u 、v）
と下流地点（y 、z）をそれぞれグループ化（類別）
した場合の図である。（d）は全順序集合となる。
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　　V＝｛x 、y 、z｝
であり、接触関係はxLy 、xRzである。弧のラ
ベルは
　　φA（x 、y）＝はさむ
　　φA（x 、z）＝不整合
である。形成時期に関する同値類は
　　［x］＝｛x 、y｝
　　［z］＝｛z｝
である。同値類間の接触関係は［x］R［z］であ
り、弧のラベルはφA（［x］、［z］）＝不整合であ
る。新旧関係は
　　［x］R［z］⇒［x］U*［z］
になる。層序グラフを（b’）に示す。
　（c）の断面は、地質体yをレンズ状にはさむ
地質体xに、地質体（深成岩）Gが貫入する例
である。地質体の集合は
　　V＝｛x 、y 、z 、G｝
であり、接触関係はxLy、yRz、xIG、zIGである。
弧のラベルは
　　φA（x 、y）＝はさむ
　　φA（x 、z）＝不整合
　　φA（x 、G）＝貫入
　　φA（z 、G）＝貫入
である。形成時期に関する同値類は
　　［x］＝｛x 、y｝
　　［z］＝｛z｝
　　［G］＝｛G｝
である。同値類同士の接触関係は、
　　［x］R［z］
　　［x］I［G］
　　［z］I［G］
であり、新旧関係は
　　［x］R［z］⇒［x］U*［z］
　　［x］I［G］⇒［x］U*［G］
　　［z］I［G］⇒［z］U*［G］
となる。これから、各地質体の形成順序として
　　P＝（［x］、［z］、［G］）
がもとまり、層序は

　　P’＝（［x］、不整合、［z］、貫入、［G］）
となる。対応する層序グラフを（c’）に示す。
　露頭断面（d）は地質体xとyが同時異相の関
係にある例である。同時異相は形成時期が同じ
であるが相が異なる地質体である。
地質体の集合は
　　V＝｛w 、x 、y 、z｝
であり、接触関係は
　　wRx 、wRy 、xRz 、yRz 、xDy
である。弧のラベルは
　　φA（x 、y）＝同時異相
　　φA（w 、x）＝整合
　　φA（w 、y）＝整合
　　φA（x 、z）＝不整合
　　φA（y 、z）＝不整合
である。形成時期に関する同値類は
　　［w］＝｛w｝
　　［x］＝｛x 、y｝
　　［z］＝｛z｝
である。同値類同士の接触関係は、
　　［w］R［x］
　　［x］R［z］
であり、新旧関係は
　　［w］R［x］⇒［w］U*［x］
　　［x］R［z］⇒［x］U*［z］
となる。推移律から
　　［w］U*［x］∧［x］U*［z］⇒［w］U*［z］
になり、直接接触関係がない［w］と［z］の
関係がもとまる。［w］と［z］の関係は推移律
から判断される関係なので、弧は破線で表し、
弧のラベルは“推論”とする。
　各地質体の形成順序として
　　P＝（［w］、［x］、［z］）
がもとまる。地質体zは下位の地質体xとyの両
方とも不整合で接触している。φA（x 、z）＝不
整合、φA（x 、z）＝不整合である。地質体xとy
は同値類の元であるので、φA（［x］、［z］）＝不
整合になる。層序は
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　　P’＝（［w］、整合、［x］、不整合、［z］）
となる。対応する層序グラフを（d’）に示す。
　露頭断面（e）は同時異相の関係にある地質
体wとxが地質体vを整合に覆い、こられの地質
体にyが貫入し、さらにこれらを地質体zが不整
合に覆う例である。
　地質体の集合は
　　　　V＝｛v 、w 、x 、y 、z｝
であり、接触関係は、
　　�vRw 、vRx 、vIy 、xIy 、wDy 、yRz 、

xRz 、wRz
である。弧のラベルは
　　φA（w 、x）＝同時異相
　　φA（v 、w）＝整合
　　φA（v 、x）＝整合
　　φA（w 、z）＝不整合
　　φA（x 、z）＝不整合
　　φA（y 、z）＝不整合
　　φA（v 、y）＝貫入
　　φA（x 、y）＝貫入
である。形成時期に関する同値類は
　　［v］＝｛v｝
　　［x］＝｛x 、w｝
　　［y］＝｛y｝
　　［z］＝｛z｝
同値類同士の接触関係は、
　　［v］R［x］
　　［x］R［z］
　　［v］I［y］
　　［x］I［y］
　　［y］R［z］
であり、新旧関係は推論規則から
　　［v］R［x］⇒［v］U*［x］
　　［x］R［z］⇒［x］U*［z］
　　［v］I［y］⇒［v］U*［y］
　　［x］I［y］⇒［x］U*［y］
　　［y］R［z］⇒［y］U*［z］
である。

　各地質体の形成過程は
　　P＝（［v］、［x］、［y］、［z］）
であり、層序は
　　�P’＝（［v］、整合、［x］、貫入、［y］、不整合、

［z］）
となる。

第 12図　同値類を使用した露頭構造の層序グラフ
　対応する層序グラフを各露頭断面の下に示す。
頂点のラベル［x］は同値類を表す。

4 ．あとがき

　グラフ理論を使用して事象間の構造と形成順
序を表現する方法を考察した。構造は任意の 2
つの事象間の関係である。事象が複数存在する
場合は相互の事象間の関係である。2 つの事象
間の関係をxR＃yで表す。関係に方向性がある
場合は有向グラフとなる。関係を表すラベル付
き有向グラフはG＝（V, R＃, φV, φA）である。
φVは頂点にラベルを対応させる関数、φAは弧
にラベルを対応させる関数である。
　形成順序は複数の事象間の形成の順序であ
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る。つ ま り、事 象 間 の 新 旧 関 係 で あ る。形
成順序には方向性があるので有向グラフで
表現することができる。形成順序は構造から
xR＃y⇒xU*yで求めることができる。順序グラ
フはS ＝（V , U* , φV , φA ）で表すことができ
る。U*は新旧関係Uの反射的かつ推移的閉包で
あり、半順序である。U*が全順序になる場合、
すべての事象の形成順序、すなわち新旧順序が
求まる。
　同値類を使用して事象をグループ化して、グ
ループ間の新旧関係を表現することができる。
この場合、順序グラフは、S＝（V/E* , U*, φV, 
φA）で表される。V/E*も半順序である。V/
E*が全順序になる場合、各グループ間の新旧
関係が求まる。
　このように事象間の構造と順序はラベル付き
有向グラフで表現できる。グラフの同一性の問
題がある。例えば、2 つの家族の構造が同じか
どうかはグラフを比較することにより検討でき
る。また、2 つの露頭が同じ構造あるいは層序
であるかも 2 つのグラフを比較することで検
討できる。今後はこのグラフの比較の検討を考
える必要がある。
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